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Συντομεύσεις – Ακρωνύμια
		



	Βλ.
	Βλέπε




	m
		Meter (μέτρο)




	dm
		Decimetre (δεκατόμετρο)




	cm
	Centimetre (εκατοστόμετρο)




	mm	
	Milimetre (χιλιοστόμετρο)




	km
	Kilometre (χιλιόμετρο)




	yrd
	Yard (γιάρδα)




	ft	
	Foot (πόδι)




	in
		Inch (ίντσα)





	kg
		Κilogram (χιλιόγραμμο ή κιλό)





	g
	Gram (γραμμάριο)





	mg
		Milligram ( χιλιοστόγραμμο)





	t
	Ton (τόνος)





	€
	Euro (Ευρώ)





Σύνοψη

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται βασικές έννοιες της Άλγεβρας και παρουσιάζονται οι φυσικοί, οι ακέραιοι, οι δεκαδικοί και οι πραγματικοί αριθμοί. Επιπλέον, παρουσιάζονται μέθοδοι για στρογγυλοποίηση αριθμών και υπολογισμό δυνάμεων και τετραγωνικής ρίζας, καθώς και η χρήση των μονάδων μέτρησης.


Προαπαιτούμενη γνώση

Για την πληρέστερη κατανόηση της ύλης που αναπτύσσεται χρειάζονται βασικές γνώσεις των βασικών αλγεβρικών πράξεων.



1.1 Φυσικοί αριθμοί



Οι αριθµοί είναι ποσοτικές έννοιες και αναπαριστώνται με αριθµητικά σύµβολα. Για παράδειγμα, ένας αριθμός μπορεί να αντιπροσωπεύει το μήκος ενός κορμοτεμαχίου ή το πλήθος των δέντρων σε μια δασική έκταση.

Οι φυσικοί αριθμοί είναι η πρώτη ομάδα αριθμών που μαθαίνουμε και είναι οι αριθμοί που πρώτα ο άνθρωπος αισθάνθηκε την ανάγκη να εκφράσει για να αναπαραστήσει το πλήθος αντικειμένων του φυσικού κόσμου. Το σύνολο των φυσικών αριθµών συµβολίζεται µε το γράµµα N, το οποίο είναι το αρχικό γράμμα της αγγλικής λέξης "Nature", που σημαίνει "Φύση".



Για τη γραφή των φυσικών αριθμών χρησιμοποιούμε 10 ψηφία, τα:

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.



Οι φυσικοί αριθμοί είναι διατεταγμένοι. Για κάθε φυσικό αριθμό υπάρχει ένας προηγούμενος και ένας επόμενος. Εξαίρεση αποτελεί το 0 για το οποίο δεν υπάρχει προηγούμενος φυσικός αριθμός (βλ. Εικόνα 1.1) και υπάρχει μόνο επόμενος, το 1(Bolt, B. 1995).
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Εικόνα 1.1 Οι φυσικοί αριθμοί.

 

Κάθε φυσικός αριθμός που είναι μεγαλύτερος από το 0 προκύπτει αν στον προηγούμενό του προσθέσω το 1. Για παράδειγμα, 8+1=9. Αφού κάθε φυσικός αριθμός έχει έναν επόμενο, οι φυσικοί αριθμοί μπορούν να συνεχίζονται ατελείωτα. Είναι, όπως λέμε, άπειροι: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12, ... ,1000, ... . 

Οι φυσικοί αριθμοί διακρίνονται σε:


	Περιττούς (ή µονούς), π.χ: 1,3,5,7,9,11, ... ,

	άρτιους (ή ζυγούς), π.χ.: 0,2,4,6,8,10,12, ... .




1.1.1.	Χαρακτηρισμός αριθμών

Οι φυσικοί αριθμοί μπορούν να χαρακτηριστούν ανάλογα με τον αριθμό των ψηφίων τους,  οπότε σύμφωνα με τον Πίνακα 1.1 έχουμε:




	Μονοψήφιοι
	1 ψηφίο
	0-9



	Διψήφιοι
	2 ψηφία
	10-99



	Τριψήφιοι
	3 ψηφία
	100-999



	Τετραψήφιοι
	4 ψηφία
	1.000 - 9.999



	Πενταψήφιοι
	5 ψηφία
	10.000 - 99.999



	
	...
	




Πίνακας 1.1. Ο χαρακτηρισμός των αριθμών με βάση τον αριθμό ψηφίων τους.





1.1.2.	Τελείες διαχωρισμού

Για καλύτερη αναγνωσιμότητα στους αριθμούς που έχουν περισσότερα από τρία ψηφία συνηθίζεται να χωρίζεται κάθε τριάδα ψηφίων με τελεία αρχίζοντας από τις μονάδες (δηλαδή από τα δεξιά).

Για παράδειγμα, ο αριθμός 7489602 χρησιμοποιώντας τις τελείες διαχωρισμού γράφεται 7.489.602. Η χρήση τελείας διαχωρισμού δεν είναι υποχρεωτική (Andibi, A. 2000).


1.1.3.	Τάξη ψηφίου

Κάθε ψηφίο ενός φυσικού αριθμού έχει μια συγκεκριμένη αξία μέσα στον αριθμό, η οποία εξαρτάται από τη θέση του ψηφίου μέσα στον αριθμό και καλέιται με τον όρο τάξη ψηφίου. Για παράδειγμα, το ίδιο ψηφίο ανάλογα με τη θέση του στον αριθμό, μπορεί να δηλώνει (βλ. Πίνακα 1.2):


	μονάδες (Μ), δεκάδες (Δ) ή εκατοντάδες (Ε),

	μονάδες χιλιάδων (ΜΧ), δεκάδες χιλιάδων (ΔΧ) ή εκατοντάδες χιλιάδων (ΕΧ),

	μονάδες εκατομμυρίων (ΜΕ), δεκάδες εκατομμυρίων (ΔΕ).
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Πίνακας 1.2 Οι τάξεις των ψηφίων.

 

Το ψηφίο μηδέν (0) δεν διαβάζεται, αλλά γράφεται για να κρατά τα άλλα ψηφία στη σωστή τους θέση και δηλώνει ότι λείπουν οι μονάδες της θέσης που κατέχει. Για παράδειγμα:


	Ο αριθμός 150.142 διαβάζεται ως εξής: "εκατόν πενήντα χιλιάδες, εκατόν σαράντα δύο".

	Ο αριθμός 23.586.504 διαβάζεται ως εξής: "είκοσι τρία εκατομμύρια πεντακόσιες ογδόντα έξι χιλιάδες πεντακόσια τέσσερα".

	Ο αριθμός 2.452.140.103 διαβάζεται ως εξής: "δύο δισεκατομμύρια τετρακόσια πενήντα δύο εκατομμύρια εκατόν σαράντα χιλιάδες εκατόν τρία".







1.2.	Ακέραιοι αριθμοί

Το + ή - µπροστά σε έναν αριθµό λέγεται πρόσηµο του αριθµού. Το + συµβολίζει ότι ο αριθµός είναι θετικός δηλαδή µεγαλύτερος (πάνω) του µηδενός. Το - συµβολίζει ότι ο αριθµός είναι αρνητικός δηλαδή µικρότερος (κάτω) του µηδενός.

Αντίθετοι αριθμοί λέγονται δύο αριθμοί που έχουν την ίδια απόλυτη τιμή και διαφορετικά πρόσημα όπως είναι το -5 και το 5 (Jacobs, H. 1979).

Ακέραιοι ονομάζονται όλοι οι φυσικοί αριθμοί μαζί με τους αντίθετους τους και το μηδέν. Οι ακέραιοι αποτελούν ένα γνησίως διατεταγμένο σύνολο που είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία με τα σημεία μιας άπειρης ευθείας η οποία καλείται ευθεία των ακεραίων (βλ. Εικόνα 1.2). Οι ακέραιοι αριθμοί είναι οι: ..., -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ... .
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Εικόνα 1.2 Η ευθεία των ακέραιων αριθμών.

 

Το σύνολο των ακέραιων αριθμών συμβολίζεται με το γράμμα Z, το οποίο είναι το αρχικό γράμμα της λέξης Zahlen που στα Γερμανικά σημαίνει αριθμός. Όπως και το σύνολο των φυσικών αριθμών, το σύνολο των ακεραίων αριθμών είναι άπειρο (βλ. Εικόνα 1.3). Το άπειρο αναπαρίσταται με το σύμβολο ∞.
Οι ακέραιοι αριθμού διακρίνονται σε:


	Θετικούς:  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, ...,

	αρνητικούς: ..., -7, -6, -5, -4, -3, -2, -1, ... . 




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.3 Αρνητικοί και θετικοί ακέραιοι.

 



1.2.1.	Πρώτοι αριθμοί

Ο  αριθμός 6 ισούται με το γινόμενο των 2 και 3, δηλαδή μπορούμε να πούμε ότι "παράγεται" από τους 2 και 3. Όμοια ο 30 παράγεται  από τους 2,3 και 5, ενώ ο 17 δεν παράγεται από κάποιους άλλους αριθμούς. Ο 17, όπως και οι 13, 5, 7, 11, αλλά και κάθε άλλος ακέραιος που δεν έχει άλλο διαιρέτη εκτός από τον εαυτό του και από τον αριθμό 1 ονομάζονται πρώτοι αριθμοί (Jacobs, H. 1994).  Δηλαδή:



Κάθε ακέραιος p≠0,±1 λέγεται πρώτος αριθμός ή απλώς πρώτος,

 αν οι μόνοι θετικοί διαιρέτες του είναι οι 1 και |p|. 



Οι πρώτοι αριθμοί είναι οι "δομικοί λίθοι" των ακέραιων αριθμών και αυτό είναι κάτι που το διέκριναν οι αρχαίοι Έλληνες όταν διαπίστωσαν ότι κάθε αριθμός μπορεί να παραχθεί από πρώτους αριθμούς, δηλαδή να γραφεί ως γινόμενο πρώτων αριθμών, όπως για παράδειγμα, το 30 ισούται με το γινόμενο των 2,3 και 5.

Ένας ακέραιος α≠±1 που δεν είναι πρώτος ονομάζεται σύνθετος. Ένας σύνθετος αριθμός α μπορεί να γραφεί ως γινόμενο β×γ με β≠±1 και γ≠±1, δηλαδή ένας σύνθετος αριθμός γράφεται σα γινόμενο δύο άλλων αριθμών (πρώτων ή μη) διαφορετικών της μονάδας.

Οι αριθμοί 1 και -1 δε χαρακτηρίζονται ούτε πρώτοι ούτε σύνθετοι.

Κάθε πρώτος αριθμός που διαιρεί έναν δοθέντα ακέραιο λέγεται πρώτος διαιρέτης του ακέραιου αυτού. Είναι φανερό ότι ο -α είναι πρώτος, αν και μόνο αν ο α είναι πρώτος.


 
1.2.2.	Τέλειοι αριθμοί

Τέλειος λέγεται ένας φυσικός αριθμός όταν το άθροισμα των διαιρετών του, εκτός του αριθμού, είναι ίσο τον αριθμό δηλαδή ο n είναι τέλειoς αν και μόνο αν σ(n) = 2n.

Ο μικρότερος τέλειος αριθμός είναι ο 6. Οι διαιρέτες του 6 είναι οι 1,2,3 και το άθροισμα αυτών είναι ίσο με 6 (1+2+3=6). Άλλοι τέλειοι αριθμοί είναι ο 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14, 496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248 και ο 8128. Αυτοί είναι και οι μόνοι γνωστοί τέλειοι κατά την αρχαιότητα.

Ο επόμενος τέλειος αριθμός είναι ο 33550336 και ακολουθούν οι 8589869056, 137438691328,
 2305843008139952128,2658455991569831744654692615953842176, 191561942608236107294793378084303638130997321548169216.



1.3.	Δεκαδικοί αριθμοί

Οι δεκαδικοί αριθµοί είναι υποδιαιρέσεις της ακέραιας µονάδας. Αποτελούνται από το ακέραιο µέρος και το δεκαδικό µέρος. Τα ψηφία του δεκαδικού µέρους χωρίζονται από τα ψηφία του ακέραιου µέρους µε κόμμα (βλ. Εικόνα 1.4).
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Εικόνα 1.4 Οι δεκαδικοί αριθμοί στην ευθεία των ακεραίων.

 

Οι δεκαδικοί αριθμοί υποδηλώνουν δεκαδικές υποδιαιρέσεις της ακέραιας μονάδας όπως δέκατα, π.χ. 0,7, εκατοστά π.χ. 0,23, χιλιοστά π.χ. 0,149, αλλά και ακέραιες μονάδες µαζί µε δεκαδικές υποδιαιρέσεις, όπως για παράδειγμα 2,4, 16,38, και 3,123. Ανάλογα με το ακέραιο μέρος τους οι δεκαδικοί αριθμοί διακρίνονται σε:


	Γνήσιους δεκαδικούς αριθμούς, που είναι οι δεκαδικοί αριθμοί που έχουν ακέραιο μέρος ίσο µε το μηδέν, για παράδειγμα 0,12567.

	Μικτούς δεκαδικούς αριθμούς, που είναι οι δεκαδικοί αριθμοί που έχουν και ακέραιο µέρος, όπως είναι για παράδειγμα ο 5,133.



Η αντιστοιχία ακέραιας µονάδας και δεκαδικών µονάδων είναι η εξής:


	1 ακέραια µονάδα = 10 δέκατα = 100 εκατοστά = 1000 χιλιοστά,

	1 δέκατο = 10 εκατοστά = 100 χιλιοστά = 1.000 δεκάκις χιλιοστά,

	1 εκατοστό = 10 χιλιοστά = 100 δεκάκις χιλιοστά = 1.000 εκατοντάκις χιλιοστά.





Στους δεκαδικούς αριθμούς η θέση του ψηφίου ως προς το κόμμα µας δηλώνει την αξία του (βλ. Εικόνα 1.5) η οποία καλείται αντίστοιχα με τους ακεραίους τάξη του ψηφίου.

Στο δεκαδικό µέρος των αριθμών οι τάξεις καθορίζονται ως εξής: το πρώτο δεκαδικό ψηφίο έχει την τάξη των δεκάτων, το δεύτερο την τάξη των εκατοστών, το τρίτο την τάξη των χιλιοστών, το τέταρτο την τάξη των δεκάκις χιλιοστών. Κάθε ψηφίο δεξιά της υποδιαστολής είναι 10 µονάδες (10 φορές) µικρότερο από το προηγούμενο ψηφίο (Τουμάσης, Μ. 2002). 

 Άρα:


	Αν μετακινήσουμε την υποδιαστολή ενός δεκαδικού αριθμού κάποιες θέσεις προς τα δεξιά, τότε η αξία του αριθμού μεγαλώνει δέκα φορές για κάθε θέση,

	αν μετακινήσουμε την υποδιαστολή ενός δεκαδικού αριθμού κάποιες θέσεις προς τα αριστερά, τότε η αξία του αριθμού μικραίνει δέκα φορές για κάθε θέση.






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.5 Η τάξη του κάθε ψηφίου ενός δεακδικού αριθμού.

 

Ένας δεκαδικός αριθμός δεν αλλάζει αν στο τέλος του  γράψουμε ή διαγράψουμε μηδενικά. Για παράδειγμα, 12,28 = 12,280000, 7 = 7,00 και 11,200 =11,2. Κάθε φυσικός αριθμός μπορεί να γραφεί ως δεκαδικός αν προσθέσουμε στο τέλος του αριθμού κόμμα και μετά όσα μηδενικά θέλουμε.

Οι δεκαδικοί αριθμοί είναι δυνατό να γραφούν και ως δεκαδικά κλάσματα. Για να μετατρέψουμε ένα δεκαδικό αριθμό  σε κλάσμα:


	Στη θέση του αριθμητή γράφουμε ολόκληρο τον αριθμό, χωρίς την υποδιαστολή.

	Στη θέση του παρονομαστή γράφουμε τον αριθμό 1 ακολουθούμενο από τόσα μηδενικά όσα είναι τα δεκαδικά ψηφία του αριθμού.



Για παράδειγμα, το 0,7 μπορεί να γραφεί ως κλάσμα   7/10  και το 0,56 ως   56/100 .


1.4.	Στρογγυλοποίηση

Πολλές φορές για να διευκολυνθούμε στις εκτιμήσεις και τη λήψη αποφάσεων στη θέση κάποιου αριθμού συχνά χρησιμοποιούμε κάποιον άλλο που είναι πολύ κοντά του. Για παράδειγμα, ένα ζευγάρι παπούτσια κοστίζει 15,90 € αλλά μπορεί σε μια συζήτηση να λέμε ότι το κόστος είναι 16 €. Η διαδικασία αυτή ονομάζεται στρογγυλοποίηση (Parker, M. 1995).
Όταν κάνουμε στρογγυλοποίηση πρέπει να αναφέρουμε την τάξη στην οποία την κάνουμε. Έτσι μπορούμε να κάνουμε στρογγυλοποίηση στις μονάδες, δεκάδες, εκατοντάδες, δέκατα, εκατοστά και χιλιοστά.

Για να στρογγυλοποιήσουμε έναν αριθμό, αρχικά επιλέγουμε το ψηφίο στο οποίο θέλουμε να κάνουμε τη στρογγυλοποίηση. Στη συνέχεια, με βάση το πρώτο ψηφίο που βρίσκεται στα δεξιά του επιλεγμένου ψηφίου διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:


	Αν το πρώτο προς τα δεξιά ψηφίο είναι 0, 1, 2, 3, 4 τότε αφήνουμε τον αριθμό όπως είναι μέχρι και την τάξη που γίνεται η στρογγυλοποίηση και απορρίπτουμε όλα τα επόμενα ψηφία του.

	Αν το ψηφίο της επόμενης προς τα δεξιά τάξης είναι 5, 6, 7, 8, 9 τότε αυξάνουμε κατά µία μονάδα το ψηφίο της τάξης που γίνεται η στρογγυλοποίηση και απορρίπτουμε όλα τα επόμενα ψηφία του.


Παράδειγμα :

Να γίνει στρογγυλοποίηση του αριθμού 5.763,32 στη μονάδα.

Η μονάδα αναφέρεται στο ψηφίο 3. Εφαρμόζοντας τα παραπάνω, ελέγχουμε το πρώτο ψηφίο που βρίσκεται στα δεξιά του 3. Αυτό είναι το ψηφίο 3 μετά την υποδιαστολή. Έτσι, το ψηφίο αυτό (το 3 μετά την υποδιαστολή) και όλα τα επόμενά του τα αντικαθιστούμε με μηδενικά ενώ τα προηγούμενά του παραμένουν ως έχουν. Δηλαδή, από 5.763,32 ο αριθμός θα γίνει 5.763,00 και τελικά 5.763.




Παράδειγμα :

Να γίνει στρογγυλοποίηση του αριθμού 45,8679 στο εκατοστό.

Το εκατοστό αναφέρεται στο ψηφίο 6. Κοιτάζοντας το ψηφίο που βρίσκεται δεξιά του, βλέπουμε ότι είναι το 7. Άρα το ψηφίο αυτό (το 7) και όλα τα επόμενά του τα αντικαθιστούμε με μηδενικά και αυξάνουμε κατά μία μονάδα τον αριθμό του εκατοστού. Δηλαδή από 45,8679 θα γίνει 45,8700 και τελικά 45,87.


Παράδειγμα :

Να γίνει στρογγυλοποίηση του αριθμού 4,19 στη μονάδα.

Η μονάδα αναφέρεται στο ψηφίο 9. Το προηγούμενο ψηφίο του 9 είναι το 1 το οποίο θα αυξηθεί κατά μια μονάδα και το 9 θα γίνει 0. Δηλαδή ο αριθμός 4,19 μετά τη στρογγυλοποίηση στη μονάδα θα γίνει 4,20.




1.5.	Πραγματικοί αριθμοί

Οι πραγματικοί αριθμοί αποτελούνται από τους ρητούς και τους άρρητους αριθμούς. Το σύνολο των πραγματικών αριθμών συμβολίζεται με το γράμμα R.

Οι πραγματικοί αριθμοί γίνονται αντιληπτοί διαισθητικά ως το σύνολο όλων των αριθμών που είναι σε ένα προς ένα αντιστοιχία με τα σημεία μιας άπειρης ευθείας που καλείται ευθεία των πραγματικών αριθμών ή πραγματικός άξονας (βλ. Εικόνα 1.6). Στην ευθεία αυτή, τα σημεία είναι διατεταγμένα έτσι ώστε κινούμενοι από αριστερά προς τα δεξιά η τιμή των πραγματικών αριθμών να αυξάνεται. Έτσι, επιλέγοντας ένα σημείο x, κάθε σημείο αριστερά από αυτό αντιστοιχεί σε πραγματικό αριθμό μικρότερο από αυτόν που αντιστοιχεί στο x, ενώ κάθε σημείο δεξιά απ'αυτό αντιστοιχεί σε μεγαλύτερο πραγματικό αριθμό. Αν x=0, τότε αριστερά βρίσκονται όλα τα σημεία που αντιστοιχούν στους αρνητικούς πραγματικούς αριθμούς, ενώ δεξιά βρίσκονται τα σημεία που αντιστοιχούν στους θετικούς (Buckwell, G. 1995).
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Εικόνα 1.6 Η ευθεία των πραγματικών αριθμών.




1.5.1.	Ρητοί και άρρητοι αριθμοί

Ρητοί αριθμοί είναι όλοι οι αριθμοί που περιγράφηκαν στις προηγούμενες παραγράφους: φυσικοί, ακέραιοι και δεκαδικοί (βλ. Εικόνα 1.7). Το σύνολο των ρητών αριθμών συμβολίζεται με το γράμμα Q
 (Crisler, N. and Froelich, G. 2006).


	Κάθε ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί σε κλασματική μορφή, δηλαδή τη μορφή α/β, όπου α και β ακέραιοι, με β≠0.

	Κάθε ρητός αριθμός μπορεί να γραφεί ως δεκαδικός και, αντιστρόφως, κάθε δεκαδικός μπορεί να γραφεί ως ρητός, δηλαδή σε κλασματική μορφή. Για παράδειγμα: 14/5 = 2,8 και 2,25 = 225/100.



Δύο αριθμοί ονομάζονται:


	Οµόσηµοι αν έχουν το ίδιο πρόσημο,

	ετερόσηµοι αν έχουν διαφορετικό πρόσημο.




Οι αριθμοί οι οποίοι δεν μπορούν να εκφραστούν με την μορφή κλάσματος ονομάζονται άρρητοι. Δηλαδή, για έναν άρρητο αριθμό x δεν υπάρχουν φυσικοί αριθμοί α και β τέτοιοι ώστε α/β = x. Παραδείγματα άρρητων αριθμών είναι το π ή το e και η τετραγωνική ρίζα του 2 (√2).
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Εικόνα 1.7 Τα σύνολα των αριθμών κατά σειρά επέκτασης.



1.5.2.	Αλγεβρικές ιδιότητες πράξεων 

Στους πραγματικούς αριθμούς η πρόσθεση (+) και ο πολλαπλασιασμός (×) έχουν τις ακόλουθες αλγεβρικές ιδιότητες (Δημητρακόπουλος, Δ. 2000) :


		Είναι σύνολο κλειστό ως προς την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό: για όλους τους ακέραιους αριθμούς α και β, η πρόσθεση α+β και ο πολλαπλασιασμός τους α×β είναι ακέραιοι αριθμοί.


		Προσεταιριστικότητα: για όλους τους ακέραιους αριθμούς α, β, και γ, ισχύουν τα εξής:


		
					α+(β+γ) = (α+β)+γ,

					α×(β×γ) = (α×β)×γ.

	  


	Αντιμεταθετικότητα: για όλους τους ακέραιους αριθμούς α και β ισχύει:


	
			α+β = β+α,

			α×β = β×α.

			Ουδέτερο στοιχείο: για κάθε ακέραιο αριθμό α ισχύει:

			α+0 = α,

			α×1 = α.

  


	Επιμεριστική ιδιότητα: για όλους τους φυσικούς αριθμούς α, β και γ, α × (β+γ) = (α×β) + (α×γ).

	Αν για δύο φυσικούς αριθμούς α και β ισχύει α×β = 0, τότε α = 0 ή β = 0.




1.5.3.	Διάταξη πραγματικών αριθμών

Η διάταξη αναφέρεται στη χρήση των εννοιών "μεγαλύτερος από" και "μικρότερος από".

Ένας αριθμός α λέμε ότι είναι μεγαλύτερος από έναν αριθμό β, και γράφουμε α>β, όταν η διαφορά α-β είναι θετικός αριθμός. Στην περίπτωση αυτή λέμε επίσης ότι ο β είναι μικρότερος του α και γράφουμε β<α. 

Από τον παραπάνω ορισμό προκύπτει αμέσως ότι:

 
	Κάθε θετικός αριθμός είναι μεγαλύτερος από το μηδέν.

	Κάθε αρνητικός αριθμός είναι μικρότερος από το μηδέν.




Έτσι ο αρχικός ορισμός γράφεται ισοδύναμα: α>β ⇔ α-β>0. Γεωμετρικά η ανισότητα α>β σημαίνει ότι, πάνω στον άξονα των πραγματικών ο αριθμός α είναι δεξιότερα από τον β, όπως φαίνεται στην Εικόνα 1.8.
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Εικόνα 1.8 Διάταξη πραγματικών αριθμών.



Αν για τους αριθμούς α και β ισχύει α>β ή α=β, τότε γράφουμε α≥β και διαβάζουμε: "α μεγαλύτερος ή ίσος του β". Από τον τρόπο με τον οποίο γίνονται οι πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασμού, προκύπτει ότι:

	Aν α>0 και β>0, τότε α+β>0,

	αν α<0 και β<0, τότε α+β<0,

	αν α και β ομόσημοι, τότε α×β>0 και α/β >0,

	αν α και β ετερόσημοι, τότε α×β<0 και α/β <0,

	α2≥0, για κάθε α∈R (η ισότητα ισχύει μόνο για α=0).



Από την τελευταία σχέση προκύπτουν οι παρακάτω ισοδυναμίες:

	αν α2+β2 = 0, τότε α=0 και β=0,

	αν α2+β2>0, τότε α≠0 ή β≠0.



1.5.4.	Διάστημα πραγματικών αριθμών

Δοθέντων δύο πραγματικών αριθμών α και β ( α, β ϵ R) με α<β ονομάζουμε διαστήματα με άκρα τα α, β καθένα από τα παρακάτω σύνολα: 

	Το κλειστό διάστημα από α μέχρι β όπου α ≤ x ≤ β, με x∈R, και το οποίο συμβολίζεται με [α, β] (βλ. Εικόνα 1.9).
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Εικόνα 1.9 Κλειστό διάστημα [α, β].




	Το ανοικτό διάστημα από α μέχρι β όπου α<x<β, με x∈R,  και το οποίο συμβολίζεται με (α, β)(βλ. Εικόνα 1.10).
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Εικόνα 1.10 Ανοιχτό διάστημα (α,β).




	Το ανοικτό αριστερά διάστημα από α μέχρι β όπου α<x≤β, με x∈R,  και το οποίο συμβολίζεται με (α, β] (βλ. Εικόνα 1.11).
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Εικόνα 1.11 Ανοιχτό αριστερά διάστημα (α, β]. 




	Το ανοικτό δεξιά διάστημα από α μέχρι β όπου α≤x<β, με x∈R,  και το οποίο συμβολίζεται με [α, β) (βλ. Εικόνα 1.12).
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Εικόνα 1.12 Ανοιχτό δεξιά διάστημα [α, β).




Επιπλέον:

	Το σύνολο των αριθμών x για τους οποίους ισχύει α≤x συμβολίζεται με [α, +∞)  (βλ. Εικόνα 1.13).
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Εικόνα 1.13 Το σύνολο των αριθμών [α, +∞).





	Το σύνολο των αριθμών x για τους οποίους ισχύει α<x συμβολίζεται με (α, +∞)  (βλ. Εικόνα 1.14).
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Εικόνα 1.14 Το σύνολο των αριθμών (α, +∞).




	Το σύνολο των αριθμών x για τους οποίους ισχύει α≥x συμβολίζεται με (-∞, α]   (βλ. Εικόνα 1.15).
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Εικόνα 1.15 Το σύνολο των αριθμών (-∞, α].




	Το σύνολο των αριθμών x για τους οποίους ισχύει α>x συμβολίζεται με (-∞, α)  (βλ. Εικόνα 1.16).
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Εικόνα 1.16 Το σύνολο των αριθμών (-∞, α).




1.5.5.	Απόλυτη τιμή πραγματικού αριθμού

Θεωρούμε έναν αριθμό α που παριστάνεται με το σημείο Α πάνω σε μια ευθεία. Η απόσταση του σημείου Α από την αρχή Ο, δηλαδή το μήκος του ευθύγραμμου τμήματος ΟΑ, ονομάζεται απόλυτη τιμή του αριθμού α και συμβολίζεται με |α|  (βλ. Εικόνα 1.17). Για την απόλυτη τιμή ενός αριθμού α ισχύει ότι:

	Για κάθε α>0, |α| = α. Δηλαδή, η απόλυτη τιμή θετικού αριθμού είναι ο ίδιος ο αριθμός.

	Για κάθε α<0, |α| = -α. Δηλαδή, η απόλυτη τιμή αρνητικού αριθμού είναι ο αντίθετός του.
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Εικόνα 1.17 Η απόλυτη τιμή ενός αριθμού ως μήκος ευθύγραμμου τμήματος.





Επομένως, έχουμε τον ακόλουθο αλγεβρικό ορισμό της απόλυτης τιμής πραγματικού αριθμού. 




Η απόλυτη τιμή ενός πραγματικού αριθμού α συμβολίζεται με |α| και ορίζεται από τον τύπο:

[image: par_01]



Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι:


	|α| = |-α| ≥ 0,

	|α| ≥ α και |α| ≥ - α,

	|α|2 = α2,

	Αν γ>0, τότε |x| = γ ⇔ x = γ  ή  x = -γ,

	|x| = |α| ⇔ x = α  ή  x = - α.




Παραδείγματα:

	
		|x| = 5 ⇔ x = 5  ή  x = - 5

	|α-β| = |2α-3β| ⇔ α-β = 2α-3β 

	ή α-β = -(2α-3β) ⇔ α = 2β ή α= -4/3 β




1.5.6.	Απόσταση πραγματικών αριθμών

Έστω ότι έχουμε δύο πραγματικούς αριθμούς, για παράδειγμα τους -1 και 4, που αναπαριστώνται πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθμών με τα σημεία Α και Β, όπως φαίνεται στην Εικόνα 1.18 (Hoffmann, B. 1966). 
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Εικόνα 1.18 Απόσταση πραγματικών αριθμών.



Το μήκος του τμήματος ΑΒ ονομάζεται απόσταση των αριθμών -1 και 4. Είναι:

(ΑΒ) = 5 = |(-1)-4| = |3-(-2)|

Επομένως για δύο πραγματικούς αριθμούς α και β που παριστάνονται πάνω στον άξονα με τα σημεία Α και Β αντίστοιχα, το μήκος του τμήματος ΑΒ καλείται απόσταση των αριθμών α και β και συμβολίζεται με d(α, β) που είναι ίση με |α-β|  (βλ. Εικόνα 1.19). Δηλαδή:

d(α, β) = |α-β|
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Εικόνα 1.19 Η απόσταση d(α, β).



Προφανώς ισχύει d(α, β) = d(β, α). Όταν α<β, τότε η απόσταση των αριθμών α και β είναι ίση με β-α και ονομάζεται μήκος του διαστήματος [α, β].


1.5.6.1.	Μέσο ευθύγραμμου τμήματος

Έστω ένα διάστημα [α,β] όπου Α και Β είναι τα σημεία που παριστάνουν στον άξονα τα άκρα α και β αντίστοιχα του διαστήματος (βλ. Εικόνα 1.20).
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Εικόνα 1.20 Μέσο ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ.



Αν Μ είναι το μέσο του τμήματος ΑΒ, (βλ. Εικόνα 1.20) τότε έχουμε:


(ΜΑ) = (ΜΒ) ⇔ d(α, x) = d(x, β)

⇔ |x-a| = |β-x|
⇔ x-α = β-x	(εφόσον α<x<β)
⇔ 2x = α+β
⇔ x = (α+β)/2

Ο αριθμός (α+β)/2 που αντιστοιχεί στο μέσο Μ του τμήματος ΑΒ λέγεται κέντρο του διαστήματος [α, β], ενώ ο αριθμός ρ = (β-α)/2 ονομάζεται ακτίνα του [α, β].


Μήκος, κέντρο και ακτίνα των διαστημάτων (α, β], [α, β) και (α, β) ορίζουμε το μήκος, το κέντρο και την ακτίνα του διαστήματος [α,β].



1.5.6.2.	Ανισότητα |x-α|<β

Έστω ότι θέλουμε να βρούμε τους πραγματικούς αριθμούς x για τους οποίους ισχύει |x-α|<β. Για παράδειγμα, έστω ότι α = 2 και β = 1 (βλ. Εικόνα 1.21).
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Εικόνα 1.21 Η ανίσωση |x-2|≪1.



Από τον ορισμό της απόστασης έχουμε:

|x-2|<1 ⇔ d(x, 2)<1

⇔ 2-1<x<2+1
⇔ 1<x<3
⇔ x∈(1, 3)
Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε το εξής:



Για α∈R και β>0 ισχύει:

|x-α|<β ⇔ x∈(α-β, α+β)

⇔ α-β<x<α+β



Δηλαδή, οι αριθμοί x που ικανοποιούν τη σχέση |x-α|<β είναι τα σημεία του διαστήματος (α-β, α+β) που έχει κέντρο το α και ακτίνα β (βλ. Εικόνα 1.22).
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Εικόνα 1.22 Tα σημεία του διαστήματος (α-β, α+β).




Για α=0, έχουμε:

|x|<β ⇔ x∈(-β, β) ⇔ -β<x<β

Έτσι, για β=2 είναι:

|x|<2 ⇔ x∈ (-2, 2) ⇔ -2<x<2


1.5.6.3.	Ανισότητα |x-α|>β

Έστω ότι θέλουμε να βρούμε τους πραγματικούς αριθμούς x για τους οποίους ισχύει |x-α|>β. Για παράδειγμα, έστω ότι α = 2 και β = 1 (βλ. Εικόνα 1.23).
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Εικόνα 1.23 Η ανίσωση |x-2|>1.




Από τον ορισμό της απόστασης έχουμε:

|x-2|>1 ⇔ d(x,2)>1


	⇔ x<2-1 ή x>2+1

	⇔ x<1 ή x>3

	⇔ x∈ (-∞,1) ∪ (3, +∞)



Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε το εξής:



Για α∈R και β>0 ισχύει:

|x-α|>β ⇔ x∈(-∞, α-β) ∪ (α+β, +∞)

⇔ x<α-β  ή  x>α+β




Δηλαδή οι αριθμοί x που ικανοποιούν τη σχέση |x-α|>β αντιστοιχούν σε σημεία Μ του άξονα x'x που απέχουν από το σημείο Κ(α) απόσταση μεγαλύτερη του β (βλ. Εικόνα 1.24).
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Εικόνα 1.24 Η ανiσωση |x-α|>β.



Για α=0, έχουμε:

	|x|>β⇔x<-β ή x>β ⇔ x∈(-∞, -β) ∪ (β, +∞)


Έτσι, για β=2 είναι:


	|x|>2⇔x<-2 ή x>2 ⇔ x∈(-∞, -2) ∪ (2, +∞)




1.6.	Δυνάμεις

Το γινόμενο α•α•α• ...• α, που έχει ν παράγοντες ίσους με το α, λέγεται δύναμη του α στη ν ή νιοστή δύναμη του α και συμβολίζεται με αν. Ο αριθμός α λέγεται βάση της δύναμης και ο ν λέγεται εκθέτης.

Συγκεκριμένα, αν ο α είναι πραγματικός αριθμός και ο ν φυσικός, έχουμε ορίσει ότι:

[image: parast_1]


Αν επιπλέον είναι α≠0 , τότε ορίσαμε ότι:

αν=1 ,		για ν=0


Είναι φανερό ότι, αν α=β , τότε αν = βν, δεν ισχύει το αντίστροφο, αφού για παράδειγμα είναι (-2)2 = 22 , αλλά -2≠2.


Οι δυνάμεις με ακέραιο εκθέτη περιλαμβάνουν και την περίπτωση του αρνητικού εκθέτη. Η δύναμη κάθε αριθμού, διάφορου του μηδενός, με εκθέτη αρνητικό είναι ίση με κλάσμα που έχει αριθμητή τη μονάδα και παρονομαστή τη δύναμη του αριθμού αυτού με αντίθετο εκθέτη.


Επειδή τα α/β και β/α  είναι αντίστροφοι αριθμοί, όπως και τα α και 1/α στην προηγούμενη σχέση, εξάγουμε το συμπέρασμα ότι ισχύει:


 
	α-ν = 1/αν ,

	(α/β)-ν = β/αν.


Οι ιδιότητες των δυνάμεων με εκθέτη ακέραιο συνοψίζονται ως εξής:


	ακ ∙ αλ = ακ+λ ,

	ακ ∙ βκ = (α×β)κ,

	(ακ)λ =α κ×λ.



Οι δυνάμεις με εκθέτη κλάσμα για παράδειγμα έστω α>0, μ ακέραιος και ν θετικός ακέραιος, τότε ορίζουμε:

αμ/ν = ν√ αμ

Επιπλέον, αν μ, ν θετικοί ακέραιοι, ορίζουμε 0μ/ν = 0.


Γενικότερα, μπορούμε να ορίσουμε δυνάμεις αx με βάση α>0 και εκθέτη πραγματικό αριθμό x, οι οποίες είναι επίσης πραγματικοί αριθμοί. Για παράδειγμα, η δύναμη με εκθέτη άρρητο αριθμό 3√2≅4,7288015 εκφράζεται κατά προσέγγιση. Για τις δυνάμεις αυτές ισχύουν οι ιδιότητες που ισχύουν και στις δυνάμεις με εκθέτη ακέραιο.



Παράδειγμα:

Η σανίδα της Εικόνας 1.25 είναι διαχωρισμένη σε 8 ίσα τμήματα των 2 cm. Να εκφράσετε το συνολικό μήκος της σανίδας σε δύναμη του 2.
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Εικόνα 1.25 Σανίδα διαμερισμένη σε 8 ίσα τμήματα.




Λύση:

Το συνολικό μήκος της σανίδας είναι x = 8×2.
 
Το 8 όμως μπορεί να εκφραστεί ως δύναμη του 2 ως 8 = 23. Αντικαθιστώντας επομένως το 8 στον παραπάνω τύπο έχουμε:

x = 8×2 = 23×2 = 23×21 = 23+1 ⇒ x = 24



1.7.	Τετραγωνική ρίζα θετικού αριθμού

Η τετραγωνική ρίζα ενός θετικού αριθμού α συμβολίζεται με √α και είναι ο θετικός αριθμός β που όταν υψωθεί στο τετράγωνο δίνει τον α. Δηλαδή:

√α = β ⇔ β2 = α,   α, β≥0

Για α = 0, είναι 02 = 0, και επομένως √0 = 0.

Η τετραγωνική ρίζα ενός αριθμού έχει τις παρακάτω ιδιότητες:


	√α2 = |α|,

	√α2 = (√α)2 = α, όπου α≥0,

	√α √β = √αβ, όπου α, β ≥0 (η ισότητα ισχύει γενικότερα και για ν αριθμούς, δηλαδή √(α1√α2...√αν = √α1α2...αν, όπου α1, α2, ..., αν ≥0,

	√α/√β = √α/β, όπου α ≥0 και β>0,

	√αν = (√α)ν, όπου α ≥0 και ν∈N,

	√α2β = |α| √β, όπου β ≥0.



Δεν ορίζεται ρίζα αρνητικού αριθμού στο σύνολο των πραγματικών αριθμών καθώς δεν υπάρχει πραγματικός αριθμός του οποίου το τετράγωνο να είναι αρνητικός αριθμός (Rayner, D. 1984)

Παράδειγμα:

√9 = 3 γιατί 32 = 9

√4/25 = 2/5  γιατί  (2/5)2 = 4/25




1.8.	Προτεραιότητα εκτέλεσης πράξεων


Σε μια αριθμητική παράσταση οι πράξεις εκτελούνται με βάση την παρακάτω σειρά προτεραιότητας (Rayner, D. 1984):

	Δυνάμεις,

	πολλαπλασιασμός και διαίρεση,

	πρόσθεση και αφαίρεση.




Ειδικές περιπτώσεις:


	Όταν υπάρχουν παρενθέσεις εκτελούνται αρχικά οι πράξεις μέσα στις παρενθέσεις με την παραπάνω σειρά μέχρι η παρένθεση να μετατραπεί σε έναν αριθμό και στη συνέχεια εκτελούνται οι πράξεις εκτός παρενθέσεων.

	Στην περίπτωση όπου υπάρχουν εσωτερικές παρενθέσεις ή αγκύλες ή άγκιστρα, η απαλοιφή των παρενθέσεων πραγματοποιείται από μέσα προς τα έξω όπως υποδεικνύεται πρώτη ειδική περίπτωση που αναφέραμε πιο πάνω.

	Για να απαλειφθεί μια παρένθεση εξετάζεται το πρόσημο που τυχόν υπάρχει μπροστά της και στη συνέχεια:
	
			Αν πριν την παρένθεση υπάρχει θετικό πρόσημο (+) ή τίποτα, τότε η παρένθεση μαζί με το τυχόν θετικό πρόσημο απλώς απαλείφονται και οι εσωτερικοί όροι γράφονται όπως είναι.

			Αν πριν την παρένθεση υπάρχει αρνητικό πρόσημο (-), τότε η παρένθεση μαζί με το αρνητικό πρόσημο απαλείφονται και οι εσωτερικοί όροι γράφονται με αντίθετο πρόσημο από αυτό που είχαν.








Παραδείγματα:


	3×3+4 = 9+4 = 13

	3× (3+4) = 3×7 = 21

	8- (9-5) = 8-9+5 = 4




1.9.	Μονάδες μέτρησης 

1.9.1.	Μήκος


Η θεμελιώδης μονάδα μέτρησης του μήκους είναι το μέτρο (meter). Το όνομά του προέρχεται από την ελληνική λέξη μετρώ και παριστάνεται με το γράμμα m (Gérald, N. et al 1999).  Για τη μέτρηση μηκών μικρότερων του ενός μέτρου, χρησιμοποιούμε τα υποπολλαπλάσια του: το εκατοστό (cm), το χιλιοστό (mm) κ.ά (βλ. Εικόνα 1.26). Για τη μέτρηση μηκών πολύ μεγαλύτερων από το 1 m χρησιμοποιούμε τα πολλαπλάσια του μέτρου, όπως το ένα χιλιόμετρο (km) κ.ά. (βλ. Εικόνα 1.26).


Αναλυτικότερα, οι υποδιαιρέσεις του μέτρου είναι:


		Δεκατόμετρο (ή decimetre), το οποίο συμβολίζεται με δεκ. ή dm: 



		
             	1 m = 10 dm ή 1 dm = 1/10 m = 0,1 m.




				Εκατοστόμετρο (ή centimetre), το οποίο συμβολίζεται με εκ. ή cm:




      	 1 m = 100 cm ή 1 cm = 1/100 m = 0,01 m.





	Χιλιοστόμετρο (χιλιοστό ή milimetre), το οποίο συμβολίζεται με χιλ. ή mm:


	1 m = 1.000 mm ή 1 mm = 1/1.000 m = 0,001 m




Τα πολλαπλάσια του μέτρου είναι:


	Χιλιόμετρο (ή kilometre), το οποίο συμβολίζεται με χμ. ή km:




	1 km = 1.000 m ή 1 m = 1/1.000 km = 0,001 km.
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Εικόνα 1.26 Τα πολλαπλάσια και οι υποδιαιρέσεις του μέτρου (m).



Άλλη μονάδα μέτρησης μήκους είναι γιάρδα ή υάρδα (ή yard) και η οποία συμβολίζεται με yrd.


Οι υποδιαιρέσεις της γιάρδας είναι:


	Πόδι (ή foot), το οποίο συμβολίζεται με ft:


		1yrd = 3 ft ή 1 ft = 1/3 yrd.



		Ίντσα (ή inch), το οποίο συμβολίζεται με in:


			1ft = 12 in ή 1 in = 1/12 ft.




Οι σχέσεις μεταξύ γιάρδας και μέτρου είναι:


	1yrd = 0,9144 m = 91,44 cm,

	1ft = 0,3048 m = 30,48 cm,

	1in = 0,0254 m = 2,54 cm.





1.9.2.	Επιφάνεια


Για τη μέτρηση επιφανειών, όπως είναι η επιφάνεια ενός τοίχου ή ενός δαπέδου, χρησιμοποιούμε ως μονάδα μέτρησης το τετραγωνικό μέτρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 m. Το τετραγωνικό μέτρο συμβολίζεται με τμ ή m2 (Serra, M. 1997).


Οι υποδιαιρέσεις του τετραγωνικού μέτρου είναι (βλ. Εικόνα 1.27):


		Τετραγωνικό δεκατόμετρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 dm, και συμβολίζεται με dm2.


			1 m2 = 100 dm2 ή 1 dm2 = 1/1.000 m2 = 0,01 m2




	Τετραγωνικό εκατοστόμετρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 cm, και συμβολίζεται με cm2.


	
			1 m2 = 10.000cm2  ή 1cm2 = 1/10.000 m2 = 0,0001m2




	Τετραγωνικό χιλιοστόμετρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 mm, και συμβολίζεται με mm2.


	1 m2 = 1.000.000 mm2 ή  1 mm2 = 1/1.000.000 m2 = 0,000001 m2





Τα πολλαπλάσια του τετραγωνικού μέτρου είναι (βλ. Εικόνα 1.27):


		Τετραγωνικό χιλιόμετρο, που είναι ένα τετράγωνο πλευράς 1 km, και συμβολίζεται με km2.


		
				1km2 = 1.000.000 m2 ή 1 m2 = 1/1.000.000 km2 = 0.000001 km2





Για τη μέτρηση μεγάλων επιφανειών, όπως δασικών και καλλιεργήσιμων εκτάσεων, χρησιμοποιούμε το στρέμμα για το οποίο ισχύει: 

	1 στρέμμα = 1.000 m2.
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Εικόνα 1.27 Υποδιαιρέσεις και πολλαπλάσια του τετραγωνικού μέτρου ( m2).




1.9.3.	Όγκος

Για τη μέτρηση του όγκου, δηλαδή του χώρου που καταλαμβάνει ένα σώμα, χρησιμοποιείται το κυβικό μέτρο, που είναι ένας κύβος ακμής ίσης με 1m. Το κυβικό μέτρο συμβολίζεται με m3 (Serra, M. 1997).


Οι υποδιαιρέσεις του κυβικού μέτρου είναι (βλ. Εικόνα 1.28):


		Κυβικό δεκατόμετρο, που είναι ένας κύβος ακμής 1 dm, και συμβολίζεται με dm3.


		
				1 m3 = 1.000 dm3  ή 1 dm3  =  1/1.000 m3  = 0,001 m3

		




		Κυβικό εκατοστόμετρο, που είναι ένας κύβος ακμής 1 cm, και συμβολίζεται με cm3.


			
					1 m3 = 1.000.000 cm3 ή 1 cm3  =  1/1.000.000 m3  = 0,000001 m3




	Κυβικό χιλιοστόμετρο, που είναι ένας κύβος ακμής 1 mm, και συμβολίζεται με mm3.



	1 m3 = 1.000.000.000 mm3 ή 1 mm3 = 1/1.000.000.000 m3   = 0,000000001 m3



Για τη μέτρηση όγκου υγρών χρησιμοποιείται το λίτρο το οποίο συμβολίζεται με L, από την Αγγλική λέξη litre, και για το οποίο ισχύει: 


		1 L = 1 dm3 = 1.000 cm3.


Ως υποδιαίρεση του λίτρου χρησιμοποιείται το χιλιοστόλιτρο το οποίο συμβολίζεται με ml, από την Αγγλική λέξη milliliter, και για το οποίο ισχύει: 


		1L = 1.000 ml ή 1 ml = 1/1.000 L.
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Εικόνα 1.28 Μονάδες μέτρησης του όγκου.



1.9.4.	Μάζα


Για τη μέτρηση της μάζας, δηλαδή την ποσότητα της ύλης από την οποία αποτελείται ένα σώμα, χρησιμοποιούμε το χιλιόγραμμο ή κιλό. Συμβολίζεται με kg, από την Αγγλική λέξη kilogram (Serra, E. et al 1999).


Οι υποδιαιρέσεις του κιλού είναι (βλ. Εικόνα 1.29):

	Γραμμάριο που συμβολίζεται με g ή gr, από την Αγγλική λέξη gram.



	1 kg = 1000 g ή 1 g = 1/1.000 kg = 0,001 kg


	Χιλιοστόγραμμο που συμβολίζεται με mg ή mgr, από την Αγγλική λέξη milligram.


	1 g = 1.000 mg ή 1 mg = 1/1.000 g = 0,001 g
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Εικόνα 1.29 Μονάδες μέτρησης της μάζας.




		Πολλαπλάσιο του κιλού είναι ο τόνος που συμβολίζεται με t, από την Αγγλική λέξη ton.


		
				1 t = 1.000 kg ή 1 kg = 1/1.000 t = 0,001 t






Λυμένες ασκήσεις


	Να βρείτε όλους τους τριψήφιους φυσικούς αριθµούς που µπορεί να προκύψουν από τα ψηφία 1, 5, 8, όταν το κάθε ένα χρησιμοποιείται µία µόνο φορά. Στη συνέχεια, να τους διατάξετε σε φθίνουσα σειρά.




Λύση:

Οι ζητούµενοι φυσικοί αριθµοί είναι οι:

158, 185, 518, 581, 815 και 851.

Η διάταξή τους σε φθίνουσα σειρά είναι:

851>815>581>518>185>158.




	Αν ο αριθµός 64__94 στρογγυλοποιηθεί στην πλησιέστερη εκατοντάδα γίνεται 650.000, και ο αριθµός 6__81 στην πλησιέστερη χιλιάδα γίνεται 69.000. Να βρείτε τους αριθµούς πριν την στρογγυλοποίηση.



Λύση:


Επειδή έχει αυξηθεί το ψηφίο των δεκάδων χιλιάδων κατά 1 αυτό σηµαίνει ότι το ψηφίο των χιλιάδων ήταν 9 και το ψηφίο των εκατοντάδων επίσης 9. ∆ηλαδή ο αριθµός πριν την στρογγυλοποίηση ήταν ο 649.994. 

Το ψηφίο των χιλιάδων πριν την στρογγυλοποίηση µπορεί να ήταν 9 ή µπορεί να ήταν 8. Αν ήταν 9 τότε το ψηφίο των εκατοντάδων θα ήταν ένα από τα 0 , 1, 2, 3, 4. Ενώ αν ήταν 8, τότε το ψηφίο των εκατοντάδων θα ήταν ένα από τα 5, 6, 7, 8, 9. Επομένως ο αριθµός µπορεί να ήταν κάποιος από τους 69081, 69181, 69281, 69381, 69481 ή 68581, 68681, 68781, 68881, 68981.



		Να βρείτε το αποτέλεσμα της παρακάτω αριθμητικής παράστασης:


			
					3 + (5-2) + (6+9) ∙ 3/5 -1




Λύση:


Με βάση τους κανόνες προτεραιότητας των αριθμητικών πράξεων όπως περιγράφηκαν στην Ενότητα 1.8 έχουμε:


	3 + (5-2) + (6+9) ∙ 3/5 - 1 = 

	3 + (3) + (6+9) ∙ 3/5 - 1 = 

	3 + (3) + (15) ∙ 3/5 - 1 = 

	3 + 3 + (15∙3)/5 - 1 = 

	3 + 3 + 45/5 - 1 = 

	3 + 3 + 9 - 1 = 14

 



	Να βρεθεί το πάχος x του κόντρα πλακέ της Εικόνας 1.30
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Εικόνα 1.30 Πάχος τμημάτων κόντρα πλακέ.



Λύση:


Το συνολικό πάχος x του κόντρα πλακέ της Εικόνας 1.30 είναι ίσο με το άθροισμα των παχών των επιμέρους τμημάτων του κόντρα πλακέ. Έτσι είναι:

	x = 0,15875 + 0,3175 + 0,635 + 0,3175 + 0,15875 = 1,5875 cm





	Η κεφαλή μιας CNC εργαλειομηχανής ξεκίνησε από τη θέση Ο, κινήθηκε πάνω στον άξονα x'x της Εικόνας 1.31 προς τα αριστερά στη θέση B, και στη συνέχεια προς τα δεξιά στη θέση Γ. Αν είναι ΟΑ = 6 cm, τότε να βρείτε πόσο διάστημα διάνυσε η κεφαλή και πόσο μετακινήθηκε από την αρχική της θέση Ο.
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Εικόνα 1.31 Οι θέσεις που διάνυσε η εργαλειομηχανή. 



Λύση:

Η κεφαλή της εργαλειομηχανής CNC διάνυσε στον άξονα x΄x την απόσταση:


		ΟΒ + ΒΓ = d(0, 6) + d(6, -3) = |0-6| + |6- (-3)|




	= |-6| + |6+3| = 6+9 = 15 μονάδες


Εφόσον η απόσταση ΟΑ = 6 cm, η συνολική απόσταση σε cm που διήνυσε  κεφαλή της εργαλειομηχανής CNC είναι ίση με 15∙ΟΑ=15∙6=90 cm.
Aπό την αρχική της θέση O μετακινήθηκε κατά:


	ΟΓ = d(0, -3) = |0- (-3)| = 3 μονάδες



Και σε cm είναι απόσταση ίση με 3 ∙ ΟΑ = 3 ∙ 6 = 18 cm

	Να υπολογιστούν οι τιμές των παραστάσεων:



	-25

	(-2)5

	(-2)4

	-24




Λύση:


	-25 = -2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = -32

	(-2)5 = (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) = -32

	(-2)4 = (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) ∙ (-2) = 16

	-24 = -2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = -16



	Για τη διατομή του ποδιού ενός τραπεζιού της Εικόνας 1.32, να βρεθούν τα μήκη Α, B, και Γ.
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Εικόνα 1.32 Οι διαστάσεις του ποδιού ενός τραπεζιού.



Λύση:

	Για το μήκος Α είναι:



	0,6 + 2,74 + Α + 2,74 + 0,6 = 7,25⇒

	Α = 7,25 - (0,6 + 2,74 + 2,74 + 0,6)⇒

	Α = 7,25 - 6,68⇒

	Α = 0,57 m




	Για το μήκος Β είναι:



	Β + 5,25 = 7⇒

	Β = 7 - 5,25⇒

	Β = 1,75 m



	Τέλος, για το μήκος Γ είναι:



	Γ + 6 = 7,25⇒

	Γ = 7,25 - 6⇒

	Γ = 1,25 m



	Ποιό είναι το συνολικό μήκος x του σπιτιού στη μερική κάτοψη της Εικόνας 1.33;
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Εικόνα 1.33 Διαστάσεις σε κάτοψη σπιτιού.



Λύση:


Το συνολικό μήκος του σπιτιού είναι ίσο με το άθροισμα των επιμέρους τμημάτων που παρουσιάζονται στην Εικόνα 1.32. Για την πρόσθεση των επιμέρους τμημάτων θα πρέπει όλα τα μήκη να έχουν την ίδια μονάδα μέτρησης. Σύμφωνα με το σχήμα της Εικόνας 1.21, τα τμήματα Α, Β, Δ και Ε είναι σε m ενώ το τμήμα Γ είναι σε cm. Επομένως, μετατρέπουμε το μήκος του τμήματος Γ από cm σε m ως εξής:



	
Γ = 90 cm = 90/100 m = 0,9 m


 Έτσι έχουμε:

x = Α + Β + Γ + Δ + Ε = 2,15 + 1,85 + 0,9 + 3,96 + 1,25 = 10,11 m


Διαδραστικές ερωτήσεις αξιολόγησης



	Να συμπληρωθεί το κενό με το κατάλληλο σύμβολο, ">", "=" ή "<", στις παρακάτω προτάσεις του Πίνακα 1.3:





	1.
	24 ... 34
	>
	=
	<




	2.
	38 ... 38
	>
	=
	<





	3.
	564 ... 546
	>
	=
	<





	4.
	1.654 ... 1.564
	>
	=
	<



	5.
	80.876 ... 8.645
	>
	=
	<





	6.
	1.654 ... 9.876
	>
	=
	<


























































Πίνακας 1.3. Επιλογή σωστού συμβόλου.






	Να επιλεγεί το κατάλληλο πρόσημα, "θετικός" ή "αρνητικός", σε κάθε κενό πολλαπλασιασμού ακεραίων στις προτάσεις του Πίνακα 1.4 που ακολουθεί:






	1.
	Θετικός x Θετικός = ...
	Θετικός
	Αρνητικός




	2.
	Αρνητικός x Αρνητικός = ...
	Θετικός
	Αρνητικός





	3.
	... x Θετικός = Θετικός
	Θετικός
	Αρνητικός





	4.
	Θετικός x Αρνητικός = ...
	Θετικός
	Αρνητικός





	5.
	Αρνητικός x Θετικός = ...
	Θετικός
	Αρνητικός






	6.
	Αρνητικός x ... = Αρνητικός
	Θετικός
	Αρνητικός









































Πίνακας 1.4. Επιλογή κατάλληλου χαρακτηρισμού.




	Να επιλεγεί η σωστή απάντηση:


	Αν δύο αριθμοί είναι αντίθετοι, τότε:



	Είναι ομόσημοι. [image: Te]

	Έχουν γινόμενο ίσο με το μηδέν. [image: Te]

	Έχουν ίσες απόλυτες τιμές. [image: Te]


	Έχουν πηλίκο ίσο με το μηδέν. [image: Te]












	Αν δύο αριθμοί είναι αντίστροφοι, τότε:



	Είναι ετερόσημοι. [image: Te]

	Έχουν ίσες απόλυτες τιμές. [image: Te]

	Έχουν γινόμενο ίσο με τη μονάδα. [image: Te]


	Έχουν πηλίκο ίσο με τη μονάδα. [image: Te]













	Για τις ακόλουθες προτάσεις του Πίνακα 1.5 να επιλεγεί  "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή ή  "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη:





	1.
	Οι αντίθετοι αριθμοί είναι ομόσημοι.
	Σωστό
	Λάθος




	2.
	Το άθροισμα δύο ομόσημων αριθμών είναι αρνητικός αριθμός.
	Σωστό
	Λάθος




	3.
	Το γινόμενο δύο ετερόσημων αριθμών είναι θετικός αριθμός.
	Σωστό
	Λάθος




	4.
	Δύο αριθμοί με γινόμενο θετικό και άθροισμα θετικό είναι θετικοί.
	Σωστό
	Λάθος





























Πίνακας 1.5. Επιλογή κατάλληλου χαρακτηρισμού.



	Για τις ακόλουθες προτάσεις του Πίνακα 1.6 να επιλεγεί  "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή ή "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη:




	1.
	(-2)3 = 8
	Σωστό
	Λάθος




	2.
	-23 = 8
	Σωστό
	Λάθος




	3.
	(-1)5 = -1
	Σωστό
	Λάθος




	4.
	(-1)3 ∙ (-1)2 = -1
	Σωστό
	Λάθος




























Πίνακας 1.6. Επιλογή κατάλληλου χαρακτηρισμού.



	Για τις ακόλουθες προτάσεις του Πίνακα 1.6 να επιλεγεί  "Σωστό" αν η πρόταση είναι σωστή ή "Λάθος" αν η πρόταση είναι λανθασμένη:




	1.
	1 m = 10 cm
	Σωστό
	Λάθος




	2.
	10 dm = 100 mm
	Σωστό
	Λάθος




	3.
	1 m = 10 dm
	Σωστό
	Λάθος




	4.
	1 m = 0,001 km
	Σωστό
	Λάθος



























Πίνακας 1.7. Επιλογή κατάλληλου χαρακτηρισμού.



	Για τις ακόλουθες προτάσεις να επιλεγεί η σωστή απάντηση:


	Ένας ξυλουργός τοποθετεί 34 ξυλόπλακες την πρώτη μέρα, 62 τη δεύτερη και 47 την τρίτη.  Πόσες ξυλόπλακες τοποθέτησε συνολικά και τις τρείς ημέρες;



	96 . [image: Te]

	143 . [image: Te]


	153 . [image: Te]



	








	Πόσα τετραγωνικά μέτρα ξύλινου παρκέ χρειάζεται ένας ξυλουργός για να καλύψει το δάπεδο τριών χώρων με επιφάνειες 35 m2, 42 m2 και 67 m2.



	67 m2 . [image: Te]

	137 m2 . [image: Te]

	144 m2 . [image: Te]













	Ένας ξυλουργός τοποθέτησε τα εξής υλικά: 50 m2 παρκέ οξυάς, 60 m2 παρκέ δρυός και 200 dm2 Iroko. Πόση επιφάνεια δαπέδου κάλυψε συνολικά;


	
	130 m2 . [image: Te]

	112 dm2 . [image: Te]

	310 m2 . [image: Te]

	1300 dm2 . [image: Te]















	Από ένα ξύλινο δοκάρι μήκους 5 m αφαιρείται ένα τμήμα μήκους 110 cm. Τι μήκος έχει τώρα το ξύλινο δοκάρι;


	
	4 m . [image: Te]

	6,10 m . [image: Te]

	390 cm . [image: Te]

	610 cm . [image: Te]













	Ένα δάπεδο έχει επιφάνεια 23.500 dm2. Πόση επιφάνεια παραμένει να καλυφθεί με παρκέ αν έχει ήδη καλυφθεί επιφάνεια 35 m2;


	
	195 m2 . [image: Te]

	205 m2 . [image: Te]

	20.000 dm2 . [image: Te]

	23.425 dm2 . [image: Te]



	








	Για τις ακόλουθες προτάσεις να επιλεγεί η σωστή απάντηση:


	Το μήκος του τμήματος Α της Εικόνας 1.34 είναι ίσο με:



	450 cm . [image: Te]


	4 m . [image: Te]

	4,6 m . [image: Te]











	Το μήκος του τμήματος Β της Εικόνας 1.34 είναι ίσο με:



	4 m . [image: Te]

	4,1 m . [image: Te]


	4,5 m . [image: Te]












		Το μήκος του τμήματος Γ της Εικόνας 1.34 είναι ίσο με:


	
			0,4 cm . [image: Te]

	0,4 m . [image: Te]

	50 cm . [image: Te]





		
		






[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.34 Διαστάσεις διαφόρων τμημάτων τραπεζιού.




Προβλήματα


	Να βρεθούν όλοι οι τριψήφιοι φυσικοί αριθμοί που µπορεί να προκύψουν από τα ψηφία 2, 6, 8 όταν το κάθε ψηφίο χρησιμοποιείται µία µόνο φορά. Στη συνέχεια να διαταχθούν σε αύξουσα σειρά.

	Να βρεθούν οι δύο αµέσως µεγαλύτεροι άρτιοι και οι τρείς αµέσως µικρότεροι περιττοί φυσικοί αριθμοί του φυσικού αριθμού 653.

	Ποιό είναι το πλήθος των φυσικών αριθµών από το 1 έως και το 50; Πόσοι από αυτούς είναι άρτιοι και πόσοι περιττοί;

	Ποιό είναι το πλήθος των φυσικών αριθµών από το 0 έως και το 51; Πόσοι από αυτούς είναι άρτιοι και πόσοι περιττοί;

	Έστω ο αριθµός 5.563.789.142.


	
			Να καθοριστεί η τάξη των ψηφίων 4, 1, 8, 3. 

			Να γίνει στρογγυλοποίηση στις πλησιέστερες: εκατοντάδες, χιλιάδες, δεκάδες χιλιάδες.

	

	Να βρεθούν οι φυσικοί αριθµοί που αντιστοιχούν στα σηµεία Α, Β, Γ, Δ και Ε της ευθείας των φυσικών αριθμών της Εικόνας 1.35.





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.35 Η ευθεία των φυσικών αριθμών.




		Να βρεθούν οι φυσικοί αριθµοί που αντιστοιχούν στα σηµεία Α, Β, Γ, Δ και Ε του άξονα ακεραίων αριθμών της Εικόνας 1.36.



 

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.36 Ο άξονας των ακέραιων αριθμών.



	Στη μετροταινία της Εικόνας 1.37 να βρεθούν οι δεκαδικοί αριθμοί που αντιστοιχούν στα σημεία Α, Β, Γ και Δ.


 

[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.37 Δεκαδικά σημεία πάνω σε μετροταινία.



	Να τοποθετηθούν σε άξονα µε κατάλληλη µονάδα οι φυσικοί αριθµοί: 5, 7, 10, και 25.

	Για κάθε φυσικό αριθμό της πρώτης στήλης να συμπληρωθούν αντίστοιχα οι υπόλοιπες στήλες του Πίνακα 1.8.





	Φυσικός αριθμός	
	Προηγούμενος φυσικός αριθμός
	Επόμενος φυσικός αριθμός
	Προηγούμενος περιττός φυσικός αριθμός
	Επόμενος άρτιος φυσικός αριθμός




	2
	
	
	
	




	0
	
	
	
	




	10
	
	
	
	




	213
	
	
	
	




Πίνακας 1.8. Συμπλήρωση των τιμών του πίνακα.



		Να συμπληρωθούν οι στήλες του Πίνακα 1.9 σημειώνοντας Χ στην κατάλληλη θέση.


		



	
	-2
	1/2
	5
	0,4
	-0,7
	√2
	√9
	1,41
	-√7




	Ακέραιος
	
	
	
	
	
	
	
	
	




	Ρητός
	
	
	
	
	
	
	
	
	




	Άρρητος
	
	
	
	
	
	
	
	
	




Πίνακας 1.9. Συμπλήρωση των τιμών του πίνακα.


	Να συμπληρωθούν τα παρακάτω κενά χρησιμοποιώντας το κατάλληλο σύμβολο, "+" ή "-".



	7…13…10 = 10

	-12…1…7 = -4 

	6...5…10...1 = 0 

	-0,15…4,12…7,21 = -3,24




		Να γραφούν σε μορφή δυνάμεων τα παρακάτω γινόμενα:



	5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 = ...

	8 ∙ 8 ∙ 8 ∙ 8 ∙ 8 = ...

	2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 ∙ 2 = ...

	1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 ∙ 1 = ...

	3 ∙ 3 ∙ 3 ∙ 5 ∙ 5 ∙ 5 = ...

	4 ∙ 4 ∙ 9 ∙ 9 ∙ 9 ∙ 2 ∙ 2 = ...



		Να υπολογιστούν οι τιμές των παραστάσεων σε μορφή δύναμης του 2:


	
	22 ∙ 25 ∙ 42

	(23)4 ∙ 22

	(26/23)4 ∙ 2-2

	23 ∙ 42 ∙ (-2)2



		Να συμπληρωθούν τα κενά:



	326 cm = ... m

	0,4 km = ... m = ... dm

	278 mm = ... cm = ... dm

	8,9 m = ... dm = ... cm = ... mm

	2.789 mm = ... cm = ... m

	4,5 dm = ... cm = ... mm



		Να γραφούν τα παρακάτω μήκη σε διάταξη από το μικρότερο στο μεγαλύτερο:



	2,35 m, 4,67 m, 1,12 m, 1,112 m, 4,7 m, 4,69 m  και 0,546 m

	203 dm, 20,5 m, 10.234 mm, 0,013 km και 2.045 cm



		Να στρογγυλοποιηθούν τα παρακάτω μήκη:



	5.832 mm στο πλησιέστερο m

	345 cm στο πλησιέστερο dm

	3,83 m στο πλησιέστερο m

	965 mm στο πλησιέστερο cm



		Να γίνουν οι παρακάτω μετατροπές:



	800 g = ... kg

	5,5 kg = ... mg

	3.450 mg = ... t

	3,9 kg = ... g

	0,04 t = ... g

	450 mg = ... kg



		Να συμπληρωθούν οι στήλες του Πίνακα 1.10:





	m2
	dm2
	cm2
	mm2




	6,324
	
	
	




	
	
	56.987
	




	
	
	
	1.456.238




	
	98,456
	
	





Πίνακας 1.10. Συμπλήρωση των τιμών του πίνακα.



	Στο κουρτινόξυλο της Εικόνας 1.38 να βρείτε το μήκος των τμημάτων Α και Β.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.38 Διαστάσεις κουρτινόξυλου




	Για το υποστήριγμα επιτοίχιου ραφιού της Εικόνας 1.39 να υπολογιστεί το ελάχιστο ύψος του υλικού που θα χρειαστεί για να κατασκευαστεί.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.39 Ύψος υποστηρίγματος επιτοίχιου ραφιού.



	Αν το ύψος της δοκού στην Εικόνα 1.40 είναι 0,01 m να υπολογιστούν τα παρακάτω:



	Το ύψος του δαπέδου συμπεριλαμβανομένων του κόντρα πλακέ και της μοριοσανίδας σε m.

	Το συνολικό ύψος του δαπέδου σε cm





[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.40 Διαστάσεις ξύλινης δοκού.




	Να βρεθεί το συνολικό ύψος της ξύλινης κολώνας της Εικόνας 1.41 συμπεριλαμβανομένων και των δύο πλακών.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.41 Διαστάσεις τμημάτων κολώνας.



		Να βρεθεί το μήκος x στη μερική κάτοψη του σπιτιού της Εικόνας 1.42.




[image: The required alt attribute specifies an alternate text for an image, if the image cannot be displayed.]

Εικόνα 1.42 Διαστάσεις μερικής κάτοψης σπιτιού.
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